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(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of November 25, 1972) 
0. Sei A eine feste Menge. Eine Abbildung C: ‘@A -+ $A, die M C CM, 
M C N + CM C CN und CCM = CM erfiillt, heil3t Hiillenoperator (vgl. 
[2], [5]). Im ersten Abschnitt fiihre ich n-Hiillenoperatoren ein. Das sind 
die Operatoren, die sich aus Hiillenoperatoren durch Einschrankung auf 
das System t@(A) : = {P C A / IF 1 <n. + 1). fiir eine feste Kardinalzahl n 
ergeben. (Es sei stets n f die Nachfolgerkardinalzahl von n und n+ 1 die 
kardinale Addition von n und 1.) Im 2. Abschnitt behandle ich den Zu- 
sammenhang von n-Hiillenoperatoren mit dem Charakter von Mengen- 
systemen. Im 3. Abschnitt zeige ich, daB sich jeder a-1-Hiillenoperator 
zu einem Hullenoperator vom Charakter in fortsetzen l&l%, und gebe 
eine Anwendung auf den Fall eines Unteralgebren-Operators einer all- 
gemeinen Algebra und ihrer algebraischen Operationen. 
1. Ein Operator C sei hier eine nicht notwendig auf ganz !$A definierte 
Abbildung aus ‘$A in ‘$A, def C sei ihr Definitionsbereich und im C die 
Menge ihrer Bilder. Zu einem beliebigen Mengensystem ‘9,X konstruiere 
man einen Operator C=C, durch die Festsetzung : Fur N C A sei 
n{MlMEg&NCM}, falls n{MIMESIX1,NCM)E% 
to) C~(N)‘= ( undefiniert sonst. 
Dann erfiillt C, folgende vier Axiome: 
(E) C(N)=M -NCM, 
(M) NCiV’AC(N)=MAC(N’)=M’+MCM’, 
(4 C(N) = M =+- C(M) = M, 
w C=C*m c. 
Diese vier Axiome kennzeichnen die als C, zu einem beliebigen Mengen- 
system erhaltlichen Operatoren vollstilndig, und man hat vermijge der 
Zuordnungen ‘9.X I+ C, und C I-+ im C eine l-l Entsprechung zwischen 
beliebigen Mengensystemen und den diese vier Axiome erfiillenden 
Operatoren. Diese Entsprechung setzt die bekannte l-l Entsprechung 
zwischen Hiillensystemen und Hiillenoperatoren fort ([5]). Und zwar ist 
ein diese Axiome erfiillender Operator ein Hiillenoperator genau dann, 
wenn er auf ganz @A definiert ist (Axiom (G) ist dann iiberfhissig). Wir 
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wollen daher einen Operator, der die vier Axiome und 
m @n(A) C def C A im C = C(!@(A)) 
erftillt, einen n-Hiillenoperator nennen. Ein Mengensystem ‘9X, derart da3 
C, n-Htillenoperator ist, heil3e n-Hiillensystem (dem n-Htillensystem hier 
entspricht in [4] “n + l-generated, n + 1 closure family”). 
2. Ein Mengensystem heiBt vom Charakter in, (vgl. [l], [2], [7], [S]), 
wenn es durch seine Spuren - im Sinne der mengentheoretischen Topo- 
logie - auf allen P C A, IF 1 <n + 1, bestimmt ist, d.h. wenn gilt : 
NEW* A v FnN=FnM. 
p<n+1 MIW 
Wir bezeichnen dies durch c(‘9.P) <n. Wir nennen eine Familie f = (fi)lcl 
von Operationen fc : AK6 + A, I und alle Kc beliebige Mengen, oder such 
eine Menge G von solchen Operationen, eine algebraische Struktur auf A. 
(A, f) bzw. (A, G) heiBt allgemeine Algebra. Wir sagen, da13 f eine Htillen- 
system 8 algebraisiert, wenn ,Q = Sub (A, f ) ( =Menge aller Unteralgebren 
von (A, f)); Entsprechendes fur G. Es sei s=sup { IKg I+ Ii E I}, dann sagen 
wir, da13 $j =Sub (A, f) s-1-stellig algebraisiert sei. Insbesondere ist 
die Algebraisierung durch die leere Menge oder Folge von Operationen 
die -1-stellige Algebraisierung. Man hat ([S], Satz 2) den 
Satz 1. Fur eine Hiillensystem Q mit Hiillenoperator C und fiir 
eine beliebige Kardinalzahl n sind Equivalent 
(A) Es gibt eine algebraische Struktur f auf A, soda3 $j n-l-stellig 
algebraisiert ist ; 
VI 48)9n; 
(CH) HE@+ A (FCH-CFCH). 
IPl<n 
1st ein Htillensystem vom Charakter <n, so sagen wir such, daB der 
zugehorige Hiillenoperator vom Charakter <n sei. 
Korollar . Fur ein Hiillensystem $! auf A x A ist c(Q) < 3 eine not- 
wendige Bedingung dafiir, da13 @ Kongruenzrelationen-Htillensystem 
einer endlichstelligen Algebra (A, f ) ist. 
Denn R C A x A ist Kongruenzrelation genau dann, wenn R vertrliglich 
mit allen (1-stelligen) elementaren Translationen (siehe z.B. [2]) und 
Q 2-stelligen Operationen zur Erzeugung von Reflexivitit, Symmetrie 
und Transitivitat ist. 
Nach Satz 1, Bedingung (CH), ist ein Hiillenoperator gerade vom 
Charakter in, wenn er durch seine Werte auf ‘@-l(A), d.h. durch das 
entsprechende n-1-Hiillensystem charakterisiert ist. Der Versuch, diesen 
Satz formal wiederum auf beliebige n-Hiillensysteme zu erweitern, und 
die n-Htillensysteme durch ihren Charakter, d.h. durch ihre Spuren auf 
den F mit IB I<n+ 1, zu charakterisieren, erscheint daher nicht erfolg- 
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versprechend: In [a], Theorem 3, wird behauptet r), das n-1-Hiillen- 
system derjenigen Unteralgebren H einer k-1-stelligen Algebra, die eine 
Erzeugende F C H, mit IF 1 < n, besitzen, habe,einen Charakter < min (k, n). 
Man nehme als Gegenbeispiel ‘$X das No-Hiillensystem aller endlich er- 
zeugten Unteralgebren der diskreten Algebra (A, 4). Dann ist Sub (A, +)= 
‘$4, und es ist s(A, $) = 0 < ~0, also min (k, n) < ~0 und mm= !&&(A). 
Nach Theorem 3 hatte dieses System !@&(A) aller endlichen Teilmengen 
von A einen Charakter <NO, es mtil3te also nach dem Lemma von Teich- 
miiller und Tukey (vgl. [S]) maximale Elemente haben, d.h. A miil3te 
- such wenn A unendlich ist - maximale endliche Teilmengen besitzen. 
Es gilt vielmehr der 
Satz 2. Sei Sm ein n-Htillensystem. Wenn dann c(%R)gn ist, dann 
ist m ein Hiillensystem. 
Beweis : Fur beliebiges N C A sind aquivalent (vgl. [S], Beweis von 
Satz 2) A v En N=E n M und A (FCN =+C,(F)CN). Also 
pq<lz+1 M19JI IPI<* 
folgt aus c(‘$,l2)~n, daB A (A (F C N +-C,(F) C N) *NE%) gilt. 
NCA IBl<n 
Daher ist 9X voll durchschnittsabgeschlossen, also Hiillensystem. 
Die Bedingung in (P) in der Definition von n-Hiillensystem, daB 
‘9Jl= C(QJ3n)(A)) ist, wird fiir diesen Satz gar nicht benotigt. Sie ergibt 
aber das 
Korollar. Wenn Cm ein n-Hiillensystem und n 9~0 ist, dann folgt 
aus c(m) <n, da13 ‘9X die Maximalbedingung erfiillt. 
Denn w ist dann ein Hiillensystem von endlichem Charakter, in dem 
jedes Element endlich erzeugt ist, und das ist lquivalent dazu, da13 m 
noethersch ist, d.h. die Maximalbedingung erfiillt. Umgekehrt ist aber 
die Maximalbedingung, such fiir ng&-,, nicht dafiir hinreichend, daB 
ein n-Hiillensystem vom Charakter <n ist. 
3. Fur eine beliebige Menge 8 von Mengensystemen ‘!IQ gilt 
c(n PQ jm E SH < sup {c(m) lr312 E 8). 
Und es ist c(‘$A) = 0. Weiter ist der Durchschnitt einer beliebigen Menge 
von Hiillensystemen ein Hiillensystem. Daher gibt es zu jeder Menge m 
und jeder Kardinalzahl n ein kleinstes Hiillensystem vom Charakter <n, 
das ‘$R umfaBt. Es gilt nun der 
Satz 3. Wenn 9.R ein n -1 -Hiillensystem mit n -1 -Hiillenoperator C, 
und n eine beliebige Kardinalzahl ist, dann gibt es genau eine Fortsetzung 
von C, zu einem Hiillenoperator C vom Charakter < n. Fur das zugehijrige 
1) Die Aussage ist formuliert mit Hilfe der urspriinglichen Definition des Charak- 
ters von Birkhoff und Frink in [ 11, und fiir additiv unerreichbare n>& 
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Hiillensystem Q gilt : 
(F”) Ndj*N3u{(Cm(F)jFCN, IFl<n}, 
und $j ist gerade das kleinste Hiillensystem vom Charakter <n, das 
!JR umfaBt. 
Beweis : Fiir n = 0 gilt die Behauptung. Fur n > 1 definiere man zu r%32 
ein Mengensystem @ durch (F). 8 . t is voll durchschnittsabgeschlossen, 
also Hiillensystem, und nach Satz 1 - Bedingung (CH) - vom Charakter 
G n. Nach dieser Bedingung (CH) sind zwei Hiillenoperatoren vom Charak- 
ter G n offenbar genau dann gleich, wenn sie fiir alle IF I<n gleiche Werte 
haben. Also ist der zu Q gehiirige Hiillenoperator C die einzige Fortsetzung 
von C, zu einem Hiillenoperator vom Charakter in. Weil ‘9X = im C,, 
ist IJJt C !jj. Sei nun B das kleinste ‘9X umfassende Hiillensystem vom 
Charakter G n mit Hiillenoperator C,, dann gilt 9X C I! C $j. Daher 
gilt fur IFl<n C,(F) C C,(F)=C(F). Wire C,(F) *C,(F), dann kijnnte 
C,(F) nicht Element von $! sein, da C(F) das kleinste F umfassende 
Element von $j ist. Also g&be es ein HE 2, H q! 8 im Widerspruch zu 
2 C @. D.h. such C, ist eine Fortsetzung von C, zu einem Hiillenoperator 
vom Charakter in, und daher C=C,. 
Korollar 1. Sei ‘8 ein beliebiges Mengensystem, L? das kleinste ‘% 
umfassende Hiillensystem mit Hiillenoperator C und n eine beliebige 
Kardinalzahl. Man setze 9X: =im (C /‘@z-l(A)), dann ist das kleinste 
Hiillensystem $j vom Charakter sn, das % umfaBt, das Hiillensystem, 
das zu dem Hiillenoperator C, gehijrt. Wobei C, die eindeutige Fort- 
setzung von C, zu einem Hiillenoperator vom Charakter sn ist. 
Beweis : Jedes Hiillensystem, das ‘% umfassen ~011, mu13 &?, also such 
9X umfassen. ‘9X ist ein n-1-Htillensystem. $j ist das kleinste Hiillensystem 
vom Charakter sn, das 9.X umfaBt. Nach (F) umfal3t $j such 2, also ist 
es sogar das kleinste % umfassende Hiillensystem vom Charakter in. 
Eine Bhnliche Fortsetzung von C, wie in Satz 3 kann man such durch 
transfinite Induktion konstruieren (vgl. [3], [4]). Wir beniitigen aber 
die weitergehende Information von Satz 3 fiir das 
Korollar 2. Sei (A, f ) eine allgemeine Algebra und k eine beliebige 
Kardinalzahl, dann algebraisieren die G k-1-stelligen algebraischen 
Operationen das kleinste Sub (A, f ) umfassende Htillensystem vom 
Charakter s k. 
Beweis : Sei 2 die Menge der < k-1-stelligen algebraischen Operationen 
(vgl. [S]), sie definieren das Hiillensystem Sub (A, 2). (Fur k=O ist Z=O, 
also Sub (A ,Z) = !$A. Fiir k = 1 identifiziert man 2 mit der kleinsten Unter- 
algebra von (A, f ).) Sei Cz d er zugehijrige Hiillenoperator und Cf der zu 
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Sub (A, f ) gehijrige Hiillenoperator. Nach Satz 1 ist CZ vom Charakter < k, 
und auf den F C A, IF I< k, stimmt Cz mit Cf tiberein, weil x E C,(F) 
genau dann gilt, wenn eine IF I-stellige algebraische Operation h existiert, 
derart, da8 X=&J Iy E F). Also gilt die Behauptung nach Satz 3. 
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